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Matemaéticas II. Comunidad Valenciana 2023, Convocatoria extraordinaria

Problema 1. Algebra

2 a+1 1 x —1
Dado el sistema de ecuaciones lineales | 1 a 2 y| =| 1 |,donde aes un parametro
1 1 a-+ 2 z 2

real, se pide:

a) Discutir el sistema en funcién del parametro a.
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Discutir el sistema en funcién del parametro a.

Aplicamos el Teorema de Rouché-Frobenius. Sea A la matriz de coeficientes y A* la matriz ampliada.

2 a+1 1
A= 11 a 2
1 1 a+2

Calculamos el determinante de A:
Al =2(a(a+2)—2)—(a+1)(a+2-2)+1(1 —a)
=2(a*+2a—-2)—(a+1)(a)+1—a
=2 +4a—-4—-ad*—a+1-a
=a*+2a—3

Igualamos a cero para encontrar los valores criticos: a? + 2a — 3 = 0.

—24/4—41)(=3) -2+V16 -244
a = = =
2 2 2

a; = 1,612 =-3.

Casol: a#1 y a# —3|A #0 = Rg(A) =3. Como A* es de dimension 3x4, Rg(A*) = 3.
Rg(A) = Rg(A*) = 3 = n° de incognitas. El sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

Caso 2: a=1]|4 =0 = Rg(A) < 3. Buscamos un menor de orden 2 no nulo: H ;‘ =10,
luego Rg(A) = 2.
1] -1
211

1 1 3] 2
Las dos primeras columnas son iguales, por lo que el rango no puede ser 3 usando la columna de
términos independientes. Estudiamos el menor formado por C2, C3 y C4:

2 2
A= 1 1

2 1 -1
1 2 1|=2(1)—1(1)+(~1)1) =0.
1 3 2

Como todos los menores de orden 3 son nulos, Rg(A*) = 2. Rg(A4) = Rg(4*) =2 < 3. El sistema es
Compatible Indeterminado (S.C.I.).

Caso 3: a=—3|4] =0 = Rg(A) < 3. Un menor de orden 2: '1 _13

’ =4 #0, luego Rg(A) = 2.
2 -2 1 |-1

A= 1 -3 2 |1
1 1 -1 2
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2 -2 -1
Estudiamos el rango de A*: |1 -3 1 |=2(-7)—(-2)(1)+(-1)4)=-14+2—-4=-16#0.
1 1 2

Rg(A*) = 3. Como Rg(A) # Rg(A*), el sistema es Incompatible (S.I.).

S.C.D.sia¢ {1,-3}; S.C.Lsia=1; S.Lsia=—3|

b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

El sistema es S.C.I. para a = 1. Usamos las dos tltimas ecuaciones, que son linealmente independientes:

r+y+2z=1

T+y+3z=2
Restando la primera de la segunda: (z+y+32) — (z+y+22)=2—-1 = z=1.
Sustituyendo z =1 en la primera ecuacion: x +y+2(1) =1 = z+y=—1.

Sea y = A, con A € R. Entonces x = —1 — \.

r=-1-—X
La solucién paraa =1es: (y = A , VAER
z=1
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Problema 2. Algebra

0o -1 -2 1 00
Dadas las matrices A=|—-1 0 —-2| e I=10 1 0], obtener:
1 1 3 0 01

a) La matriz M = (A — al)?, donde a es un parametro real.
b) El valor de «, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Solucion:

a) La matriz M = (A — al)?, donde a es un parametro real.

Primero calculamos A — ol:

0 -1 -2 1 00 —a -1 -2
A—-al=|-1 0 -2|-af0 1 0]=[-1 —-a -2
1 1 3 0 0 1 1 1 33—«
Ahora calculamos M = (A — al)?:
—a -1 -2 —a -1 -2
M=|-1 —a -2 -1 —a -2
1 1 3—-«a 1 1 3-«a
a?—1 a+a—2 204+2 -6+ 2«
= a+a—2 1+a%-2 2420 -6+ 2«

—a—143—-a —-1-a+3—-a -2-2+(3-0a)?
o —1 200 — 2 4o — 4
= 200 — 2 o —1 4o — 4
—20+2 —2a+2 a?2—-6a+5

a2 -1 200 — 2 4o — 4
M=| 2 — 2 a2 -1 da — 4
—2a+2 —2a+2 a®?—-6a+5

b) El valor de «, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Igualamos todos los elementos de M a cero:
—a?-1=0 = a==+l.
—20-2=0 = a=1.
—4da—-4=0 = a=1.
- 204+2=0 = a=1.
—a?-6a+5=0 = (a—1)(a=5)=0 = a=1loa=5.

El tnico valor de o que anula simultdaneamente todos los elementos de la matriz es o = 1.

’La matriz M es nula para o = 1.

&
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Problema 3. Geometria

Dados los puntos A = (2,—1,0), B=(1,2,3) y C =(-1,0,0), se pide:

a)
b)

c)

Hallar la ecuaciéon implicita de la recta r que contiene a los puntos A y B.

Hallar la ecuacion del plano 7 que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene
al punto C.

Calcular la distancia del punto A al plano .

Solucion:

a)

b)

Hallar la ecuacién implicita de la recta r que contiene a los puntos A y B.

La recta r pasa por A(2,—1,0) y tiene como vector director ¥, = B— A = (1 —-2,2—-(-1),3-0) =
(-1,3,3).

La ecuacion continua de r es:
r—2 y+1 =z

-1 3 3
Para la ecuacion implicita, formamos un sistema con dos igualdades:
1.3z—-2)=-1(y+1) = 3z —6=—y—1 = 3x+y—5=0.
2.3y+1)=32z = y+1l=2z = y—z+1=0.

= 3r+y—5=0
T ly—=z+1=0

Hallar la ecuacion del plano w que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene
al punto C.

El plano 7 es perpendicular a r, por lo que su vector normal 7, es el vector director de r, ¥, = (—1, 3, 3).
La ecuacion del plano es de la forma —z + 3y + 3z + D = 0.

Como el plano contiene al punto C'(—1,0,0):

—(-1)+3(0)+300+D=0 = 1+4D=0 = D=-1.

’La ecuacion del planoes —x+3y+3z—1=0.

Calcular la distancia del punto A al plano .

Usamos la formula de la distancia de un punto a un plano:

Ay = L EAT a3z 1] [ (3D 430) -1 _[~2-3-1 _[-6_ 6
’ (—1)2 +32 +32 VI+9+9 V19 19 19

6 .
d(A,7) = unidades.
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Problema 4. Geometria

Dada la recta r: (z,y,2) = (1,1,0) + A(—1,—1,2) y el plano = :5x + my + z = 2, se pide:

a) Obtener la posicion relativa der y m en funcion de m.
b) Para m = 1, calcular el plano ©«’ que contiene a r y es perpendicular a .

Solucion:

a) Obtener la posicion relativa der y 7 en funcion de m.

De la recta r tenemos un punto P.(1,1,0) y un vector director ¢, = (-1, —1,2).
Del plano 7 tenemos el vector normal 7, = (5,m, 1).
Estudiamos el producto escalar de los vectores:

Casol: —m—3#0 — m # —3
El vector director de la recta no es perpendicular al vector normal del plano, por lo que la recta y el
plano se cortan en un punto (son secantes).

Caso 2: —m — 3 =0 —> m = —3 El producto escalar es cero, por lo que la recta es paralela
al plano o estd contenida en él. Para distinguirlo, comprobamos si un punto de la recta, P,.(1,1,0),
pertenece al plano para m = —3. Plano: 52 — 3y + z = 2. Sustituyendo P,: 5(1)—3(1)+0=5—-3=2.
2 = 2. La ecuacién se cumple, por lo tanto el punto esta en el plano.

’ Si m # —3, la recta y el plano son secantes. Si m = —3, la recta esta contenida en el plano.

b) Para m = 1, calcular el plano ©’ que contiene a r y es perpendicular a .

El plano 7' que buscamos debe contener a la recta r y ser perpendicular a w (para m = 1).

Por contener a r, el plano 7’ contiene el punto P.(1,1,0) y tiene como uno de sus vectores directores a
¥ = (-1,-1,2).

Por ser perpendicular a 7, el vector normal de 7, i, = (5,1, 1), es otro vector director para 7’.

El vector normal del plano buscado, 7i,/, sera el producto vectorial de sus dos vectores directores:

k
=0 Xitg = |-1 —1 2|=i(=1-2)—7(=1—=10) 4 k(=1 — (=5)) = (=3,11,4).
1

La ecuacion del plano 7’ es —3x4+11y+4z+D = 0. Como pasa por P.(1,1,0): —3(1)+11(1)+4(0)+D =
0 = -34+11+D=0 = D=-8

El plano es 77'5—3:1:+11y—|—4z—8=0.‘
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Problema 5. Analisis

—2:c2+m+1

Consideramos la funcién f(x) = o7 etz

a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable.
b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Obtener [ f(x)dx.

Solucion:

a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable.

Factorizamos el numerador y el denominador.

Numerador: —22?> +x+1 =0 = z = l,z = —1/2. Factorizacion: —2(x — 1)(x + 1/2) =
—(x—1)(2z +1).
Denominador: 222 + 5r +2 = 0 = x = —2,2 = —1/2. Factorizacion: 2(x + 2)(z + 1/2) =
(x+2)(2z+1).
La funcion es f(z) = %
Para x # —1/2, podemos simplificar: f(z) = 7;‘7:21) = }ﬁ;_é
La discontinuidad en & = —1/2 es evitable si existe el limite de la funcién en ese punto.
1-— 1—-(-1/2 2
lim f(z)= I v_1-(1/2)_3/2_,

im = = =
x——1/2 z——1/2 ¢ + 2 -1/2+2 3/2

Como el limite existe y es finito, la discontinuidad es evitable.

’La discontinuidad en x = —1/2 es evitable porque el limite existe y vale 1.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Trabajamos con la funcion simplificada g(x) = i;é (definida para z # —2,—1/2).
-1z +2)-1-2)(1) —z-2-1+2 -3

9@ = (« +2)? T @+2? (@t2)?

El denominador (z + 2)? es siempre positivo. El numerador es -3 (negativo). Por tanto, ¢’(z) < 0 en
todo su dominio. La funcién es siempre decreciente.

’La funcién es decreciente en todo su dominio: (—oo, —2) U (—2,—-1/2) U (—1/2, oo)‘

c) Obtener [ f(z)dw.

Integramos la funcién simplificada:

/lfxdx:/ﬂdx:/wdx:/ 14+ 3 dx
T+ 2 z+2 T+ 2 T+ 2

=—z+3njz+2/+C.

/f(ac)da:: —z+3ln|z+ 2|+ C.

6
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Problema 6. Analisis

Una ventana rectangular esti coronada por un semicirculo. Sabiendo que el perimetro de la
ventana es de 20 metros, calcular:

a) El area de la ventana en funcion de su anchura x.
b) Las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.
c) Calcular el valor de dicha area méaxima.

Solucion:

a) El area de la ventana en funcion de su anchura x.

Sea z la anchura de la parte rectangular y y su altura. El radio del semicirculo es r = x/2.
El perimetro es: P = x + 2y + longitud del arco = x + 2y + %(271'1") =x+2y+ 735 = 20.

T T

Despejamos y: 2y =20 —x — &f = y =10 - § — TF.

El 4rea es: A = Area rect. + Area semic. = zy + s7r? = 2(10 — £ — ZZ) 4 Z(%)2,
2 waz?  mwa? 2 ma? 1
Alx) =100 — — — 4+ 77 —10p — =— — 2 =10z — 2%(= + =
() =10z 5 T T3 0z 5 S 0z —x (2-1-8)
44
A(xz) = 10x — ( _; )2,

b) Las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.

Derivamos el area e igualamos a cero:

4 4
Al(z) =10 - 20(2F Ty = 10— (21T
447 40
A =0 = 10 = = =
(@) () = e = 2
La segunda derivada A”(z) = —(4Z) < 0, confirmando que es un méximo.
Anchura: « = ﬁ—ow metros.
C o — 10.40 w(_40 \ _ 20 10mr _ 10(4+7)—20—107 _ 404107—20—107 __ 20
Altura y: y =10 — 5(557) = 5(a37) = 10— 747 — 4% = pe=s = S T i
20
Anchura * = —— m, Altura y = m
447 447
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c) Calcular el valor de dicha area maxima.

Sustituimos el valor de x 6ptimo en la funcion de area A(x).

40 4+ ., 40 400 4+ 1600 400 200

A =10( )2

200

4+7r)7( 8 )(4+7r

El Area maxima es =~ 28.005 m?23.

+

T 4+r 8 (44 m)2 T A+ d+nm A+n

&
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Problema 7. Probabilidad

En una urna hay tres boles verdes, cuatro rojas y cinco amarillas, todas de igual tamano.

a)

b)

Se extrae una bola de la urna, se mira el color y se devuelve. Se repite la operacion.
;Cual es la probabilidad de que el color de las dos bolas sea el mismo? ;Y de que sean
distintos?

Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ;Cual es la probabilidad de que las tres sean de
colores distintos?

Solucion:

a)

b)

Se extrae una bola de la urna, se mira el color y se devuelve. Se repite la operacion.
({Cual es la probabilidad de que el color de las dos bolas sea el mismo? ;Y de que sean
distintos?

Total de bolas: 3+ 4+ 5 =12.

P(V) = {5, P(R) = 13, P(4) = 3.

Probabilidad de que sean del mismo color:

P(Igual) = P(VV) + P(RR) + P(AA) = ()* + (15)* + (53)* = 552 = i = &
Probabilidad de que sean de distinto color:

P(Distinto) = 1 — P(Igual) =1 — 2% = % = %.

25 47
P(Mismo color) = = = 0.3472. P(Distinto color) = - =~ 0.6528.

Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ;Cual es la probabilidad de que las tres sean de
colores distintos?

Se extraen 3 bolas de distinto color, es decir, una verde, una roja y una amarilla.
Casos posibles: (12) = 121110 _ 99,

3 3.2.1
NN AN _
Casos favorables.c(l) (1f) (1) bT 3- 4(—305 = Gé). ,
M M _ asos lavorables __ — —
P(S dlStlntOS) T "Casos posibles 220 ~ 22 ~ 11°

3
La probabilidad es 5l =~ 0.2727.
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Problema 8. Probabilidad

Una empresa tiene dos plantas de producciéon de teléfonos moviles. La primera planta pro-
duce moviles defectuosos con probabilidad 0.02 y la segunda planta con probabilidad 0.06. Al
comprar un movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta es de 0.7.
Compramos un movil. Se pide determinar:

a)
b)

La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.
Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado
la primera planta de produccion.

Solucion:

a)

b)

La probabilidad de que proceda de la segunda planta de producciéon y sea defectuoso.

Definimos sucesos: P;: de planta 1, P»: de planta 2, D: defectuoso.
P(P)=07 = P(P)=1-0.7=0.3.

P(D|Py) = 0.02, P(D|Py) = 0.06.

Buscamos P(P, N D).

P(P,N D)= P(D|P,)P(P;) = (0.06)(0.3) = 0.018.

| P(P,N D) =0.018.|

Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado
la primera planta de produccion.

Buscamos P(P;|D). Aplicamos el Teorema de Bayes:

P(D|Py)P(P)
P(D)

Primero, calculamos P(D) con el Teorema de la Probabilidad Total:

P(D) = P(D|P,)P(Py) + P(D|P2)P(P;) = (0.02)(0.7) + (0.06)(0.3) = 0.014 + 0.018 = 0.032.
Ahora, aplicamos Bayes:

P(P|D) =

0014 14 7
P(P|D) = ——— = — = —(.4375.
(| D) 0.032 32 16

| P(Py|D) = 0.4375.

10
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